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Lésung zu Teilaufgabe 1.1 (4 BE)

1 0
Der Punkt A bewegt sich entlang der Geradgy: @, =| 0 |+t{JO |,
0 1
0 1
der Punkt B bewegt sich entlang der Geradgp: b, =| 1 |+t[10 | und
0 0
0 0
der Punkt € bewegt sich entlang der Geradgp: ¢, =| O [+t[[I1 |,
1 0

Die Punkte A B; und G bilden fir alle reellen Zahlen t ein Dreieczdkt . In Aufga-

be 1.1 sollen zun&chst die drei Geraden sowierdieDieieckeA ), A; und A,
in ein vorgegebenes Koordinatensystem gezeichneteneSiehe Skizze :

z l
3

Az
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Lésung zu Teilaufgabe 1.2 (3 BE)

Um zu zeigen, dass die Dreiecke fiir jedes reelle t gleichseitig sind, miissen die

Lange der VektorenAB, , AC, und B,C, verglichen werden. Exemplarisch

soll an dieser Stelle die Lange des Vektéy$, berechnet werden. Es gilt :

AB,

N\ N\
o

1 1 0
1|-10|+tlyo|-tdo
0 0 0 1

-1 1
1|+t O0
0 -1
-1+t
1
-t

und damit fur die L&ange des Vektors

AB,

S EmEERen

= J1-2t+1% +1+t2

=22 -2t +2

—_—

Die Lange der VektorenAC, und B,C, berechnet man analog.. Es gilt
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AC, |=2t°-2t+2 und
BC, | =2t —2t+2

Damit ist die Gleichseitigkeit bewiesen.

Losung zu Teilaufgabe 1.3 (11 BE)

Gesucht ist die Gleichung einer EbenginBParameterform, die durch die Punkie A

_— —

B: und G festgelegt wird. Mit den Ortsvektores, , bt und a der Punkte A B
und G qilt fur E:

a + A -a)+pe -a)

X

1 t 1 0 1
=0 +AQ|1|-|O||+udjt|—|O
t 0 t 1 t
1 t-1 -1
=(0|+A 1 |+ul t
t -t 1-t
!
Fur den Normalenvekta 3 N, | dieser Ebene muss gelten :
N,
t-1 -1
1 =0 ud| t |h=0
-t 1-t

Dies fiihrt auf ein unterbestimmtes lineares Glaigjssystem zur Berechnung

der Komponenten des Vektom . Schneller geht es tber die Berechnung d

Kreuzprodukts der beiden Richtungsvektoren oder élrevereinfachtes
Rechenschema (siehe Info) oder Uber die Formdigdt@rmelsammlung)

N

Beachte : Q

Der Normalenvektor einer Ebene
mit den Richtungsvektoren
-3 -1
\71: 1 und\ZZ —1]| kann
1 1

schnell durch folgendes Schema
berechnet werden :

-3 -1
v 10-1(-19) 2
L] ige)-(-9m [ 2

4

> -ty

Dabei schreibt man die beiden Rig
tungsvektoren der Ebene zweimal

tereinander, streicht die erste u
etzte Zeile und berechnet fiir jedgq
Komponente des Normalenvektor

die Determinante einer 2x2-Matrix.

h-

nd

U7
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=
I
[EEN
X
~—t

1f-t)-(-t)
-t{-1)-(t-1)de-t)
(t-1)m-10(-1)

1-t+t?
t-(t-1-12 +t)
t?—t+1

t2—t+1
t2—t+1
t2—t+1

Dieser Vektor kann noch vereinfacht werden. Es:gilt

t?—t+1
t?-t+1 :&2—t+ﬂ
t?—t+1

e

d.h. alle Normalenvektoren der Ebenenschaririel kollinear zum Vektor

1

=11

1
1
das heil3t aber auch : Alle Ebengrh&ben den gleichen Normalenvektoy, = | 1
1

und sind somit parallel zueinander.

Im letzten Teil der Aufgabe soll fir beliebige leefahlen t und k der Abstand
zweier Ebenen Hind E, dieser Schar bestimmt werden.

Da die Ebenen parallel sind, geniigt es, den Abstares Punktes der EbengE
von der Ebene Ezu berechnen.
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Mit Sicherheit liegt der Punkt 4 (1‘ O|t+k), in der Ebene

die Ebenengleichung fir, Eutet

lix+1ly+1llz=d N
Setzt man den Punkt; A die Ebenengleichung ein, erhalt man fur d Beachte : Q
d=101+1[0+1[t =1+t Zur Berechnung des Abstands eines

Punktes zu einer Ebene gibt es ver-
schiedene Verfahren. In unserem Fall

somit ergibt sich fiir Ein Koordinatenform ist der LotfuBpunkt nicht gesucht. E9
bietet sich daher an, die Hessesche
Normalenform in Koordinan-
Eo: UXx+1ly+1lz =1+t schreibweise zu verwenden:

Mit der Abstandsformel (siehe Kastchen) ergibt $ishden Abstand a des Punktes | Fir den Abstand a eines Punktes
P(pl‘ p2| p3) von der
Ebene E : nX+n,y+n,z=d

At+k von der Ebene Et

o e 10 +10+10+k) - (1+t) it
J1+1+1
a= |nlEp1+n2 Epz"'n3 Eps_d|
_ frtrk-1- JnZ+n?+n?

=~

&l

Losung zu Teilaufgabe 1.4 (4 BE)

In diesem Teil sollen die in Material 2 durchgeténrRechenschritte erlautert und
im Sachzusammenhang interpretiert werden. Die falge Gegenuberstellung ent-
halt links die Vorgaben und rechts die zugehérigdauterungen.
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Die Vektorenﬁé und E werden berechnet.

@ =| 1 |; AC= AB=h-a udAC=¢ -3
B 11];AC t Esgilt: AB=h —a und AC =¢ -3

t—1 -1 Mit Hilfe des Kreuzprodukts kann die Flache desi€uks (
1 bzw. des halben Parallelogramms) in Abhangigkait toe-
) A(t)=-5 1 |x| t

rechnet werden, das von den beiden Vekto@ und E

-t 1-t aufgespannt wird
Der Betrag des Kreuzprodukts
t?—t+1
a2 —t+1 2t = (2 -t +2f + (2 —t2f + (2 -t+2)
@ | Al)=——5 2_t41
=(2-t+1)3/3
wurde ausgerechnet und eingesetzt
@) A(t) = \/§ [ﬂZt —1) COA(E) = \/§ Die ersten beiden Ableitungen der Funktion A(t) aear berech-
(t) = 2 ' (t) = net und
(5) \/§ [ﬂZt —1) ~0 1 Hier wird die erste Ableitung von A(t) gleich Nglesetzt. Bei t
- - t= = 0,5 findet sich ein relatives Extremum
2 2

Die zweite Ableitung ist positiv. Bei dem Extremimandelt es
sich um ein Minimum.

6 A’ 1) J3>o0 Minimum
6) 2 - - Die 6 Schritte beschreiben die Suche nach eindenegahl t,
fur den der Flacheninhalt der Dreiecke aus Aufghbeeinen
Extremwert, in diesem Fall einen minimalen Wertiemmt.

Lésung zu Teilaufgabe 2.1 (4 BE)

In dieser Aufgabe geht es um das Volumen einerrfigenschar, die von den Punk-
ten A, B,, C, sowie dem Ursprung in Abhangigkeit von t gebildetden. Ge-
geben war eine Formel zur Berechnung des Volumiees solchen Pyramide. Mit

—_—

den Ortsvektoreng, b und a gilt :

V() = Sl < )
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Setzt man die Komponentendarstellung der Vektaratidse Formel ein, so folgt :

1 1 t 0 und nach Berech-
V(t)==0|0|x|1 t nung des Kreuzpro-
6 t 0 1 dukts
1 -t) (O
_ 2 und des Skalarpro-
=50 U dukts
1 1

3
Fir welche reelle Zahl t nimmt dieses Volumen Wéart E an?

%[l](tﬁl)‘z%

An dieser Stelle muss auf die Betragsstriche gehelgrden.

1.Fall: t3+1>0

b3
(°+1)=09
t°=8

t, =2
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2. Fall: t+1<0

%[l](t%l)‘:g

L)

_%[ﬁml):g

(2 +1)= -9
t*=-10

t, =¥-10=-%10
t, = - 2154

Es gibt also zwei Lésungen fur diese Gleichung.

Losung zu Teilaufgabe 2.2 (4 BE)

Im letzten Aufgabenteil ist zu untersuchen, obRifeamide mit der kleinsten Grund-
flache ( das ist nach Aufgabe 1.4 der Fall fir®,5) auch die Pyramide mit dem
kleinsten Volumen ist.

1.5 1

V()

-05
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1
Aus der graphischen Darstellung fir ~ V(t) E:[l] (t3 +1) ‘ = g

ist leicht zu erkennen, dass das Volumen der Pgieugegen Null geht, wenn t von
links oder von rechts gegen -1 geht. Fir t = Kghin das Volumen also keinen
kleinsten Wert annehmen.

Begriindungen ohne Verwendung des Funktionsgraphen :

1. Fur t = -1 liegt das DreieclA_; mit den EckpunkterA, B_; und C_,

in der EbeneE_; . Diese Ebene
enthalt den Ursprung.

Die entsprechende Pyramide hat als¢
den Rauminhalt O VE. (siehe Skizze '

2. Angabe einer Pyramide mit einem kleineren Volame

Fur t = 0,5 ergibt sich das Volumen der Pyramide zu
V(0,5) = %[l] (05°+1) | = 01875vE

Findet man jetzt eine Pyramide aus der Schar méneikleineren Volumen,
so ist die Behauptung aus der Aufgabe widerleghitWéan t = -0,5 , folgt

V(05) = %[l] (-05)°+1) | = 01458 VE  und damit der wider-

spruch zur Behauptung.
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